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Аннотация 

 Исследование поведения осесимметричных структур важно для понимания проблемы суще-
ствования и устойчивости колец планет, шаровых звездных скоплений и галактик. На основе точного 

решения задачи осесимметричного гравитационного взаимодействия n-тел создан алгоритм построе-

ния многослойных кольцевых структур. В результате численного интегрирования дифференциаль-

ных уравнений движения точечных тел, входящих в эти структуры, изучена эволюция нескольких их 

моделей. Часть из них не изменяет своей конфигурации, другие – в результате межслойных взаимо-

действий меняют свой вид, третьи – часть тел выбрасывают из структуры. 

Ключевые слова: гравитационное взаимодействие, многослойные кольцевые структуры точечных 

тел, численное интегрирование, устойчивость. 

 

Проблемы существования и устойчивости некоторых конфигураций материальных 

точек, взаимно гравитирующих по закону Ньютона, были исследованы в статьях [1-7]. Эти 

конфигурации представляют собой осесимметричные структуры, состоящие из четырех, пя-

ти, шести, семи, восьми, девяти, десяти и большего числа тел, а в моделях Б. Эльмабсута и 

Е.А. Гребеникова доказано существование осесимметричных структур с произвольным ко-

личеством компонент [5,6]. Последние существуют при условии выполнения некоторых точ-

ных аналитических условий, наложенных на гравитационные (массы тел) и геометрические 

параметры (взаимные расстояния между телами и угловые скорости их движения вокруг об-

щего центра) моделей.  

На наш взгляд, представляет интерес использование цитированных выше результатов, 

вместе с методами конструирования кольцевых структур [8], для изучения проблемы сущест-

вования и устойчивости колец планет, шаровых звездных скоплений и галактик. Такой под-

ход основан на точном решении задачи об осе симметричном взаимодействии n-тел [9]. 

 
Рис. 1. Кольцевая структура осесимметрично расположенных периферийных тел Bk,ik относительно 

центрального тела B0; цифрой 1 обозначена эллиптическая орбита первого тела на первом кольце. 

На каждое периферийное тело, например, B1,1 (рис. 1), с массой m1 все остальные пе-

риферийные тела: B1,2 , B1,2 … B1,n1 этого кольца и центральное тело B0 воздействуют направ-

ленной к центру силой [9] 
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где G – гравитационная постоянная; r – расстояние от центрального тела m0 до периферийно-

го m1; функция fn, зависит от числа тел n: 
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Под действием силы (1) все периферийные тела движутся по траектории, которая в 

полярных координатах (r, ϕ) (см. рис. 1) имеет вид: 
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где угол φ отсчитывается от оси x; φp – угол перицентра; ( )2

11 ppυRµα =  – параметр траекто-

рии; µ1  = −G (m0+m1·fn) – параметр взаимодействия; 
P

R  – радиус перицентра и υ p – скорость 

тела в перицентре. 

Уравнение (3) при α1 = -1 представляет окружность; при -1 < α1 < -0.5 – эллипс; при 

α1 = -0.5 – параболу; при -0.5 < α1 < 0 – гиперболу. Запишем также выражения для радиаль-

ной rυ и трансверсальной tυ  скоростей: 
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где скорость rυ  < 0 при движении от апоцентра к перицентру, т.е. при 2π > φ - φp > π.  Для 

эксцентриситета орбиты e, ее большой полуоси a и периода обращения T имеем выражения: 
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Если в начальный момент (рис. 1) полярные координаты тела B1,1 равны r0 и ϕ0, то его 

декартовы координаты и скорости в плоскости орбиты запишутся в виде: 

x0 = r0·cosϕ0,         y0 = r0·sinϕ0,                                             (6) 

0xυ  = rυ cosϕ0 - tυ sinϕ0,     0yυ  = rυ sinϕ0 + tυ cosϕ0.                                (7) 

Создание кольцевых структур основано на следующих двух принципах. 

1. На тело, расположенное вне кольцевой структуры, сила воздействия равна силе, ко-

торую создавало бы тело, расположенное в центре структуры и имеющее массу, равную мас-

се всей структуры. 

2. На тело, расположенное внутри кольцевой структуры, суммарная сила воздействия 

от всех ее тел равна нулю. 

Обобщение этих двух принципов на случай непрерывного распределения массы по 

шаровому слою дано в монографии [10]. Можно показать, что они остаются справедливыми 

и для непрерывного плоского кольцевого слоя. Для кольца, состоящего из дискретных тел, 

эти положения локально нарушаются, однако при орбитальном движении тела эти локаль-

ные нарушения в значительной степени сглаживаются, поэтому предложенная структура 

может существовать. 

Рассмотрим многослойную кольцевую структуру, состоящую из К колец. На каждом 

кольце с номером k, расположено nk тел, массы которых одинаковы, mk,ik = mk, где индекс ik = 

ik = 1,2,…,nk – номер тела на k-том кольце. На каждое тело, находящееся на кольце k, в соот-

ветствии с положением «2», тела на внешних кольцах с номерами от k +1 до К не будут ока-

зывать воздействие. Тогда сила воздействия на каждое тело с массой mk, в соответствии с 

положением «1» и формулой (1), запишется в виде:  
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Тогда параметр взаимодействия для каждого тела k-го кольца в соответствии с обо-

значениями к формуле (3) будет равен 
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а параметр траектории этого тела будет равен 
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Обозначим угловое положение первого тела Bk,1 на k-ом кольце в начальный момент t 

= 0 через ϕ0,k,1. Тогда полярные углы всех тел k-того кольца определяются по формуле 

ϕ0,k,ik = ϕ0,k,1 + (ik - 1)⋅∆ϕk,                                                (11) 

где ik = 1,…, nk,  ∆ϕk = 2π/nk. 

Так как у всех тел k-того кольца полярный радиус r0,k в начальный момент один и тот 

же, то его можно определить из уравнения (3) по заданному углу ϕ0,k,1 первого тела и радиу-

су перицентра Rp,k. Радиус перицентра и параметр траектории α1,k одинаковы для всех тел k-

го кольца, а декартовы координаты x0,k,ik, y0,k,ik и скорости ikkxυ ,,0  и ikkyυ ,,0  для всех тел k-того 

кольца определяются по формулам (6)-(7) по найденному радиусу r0,k и полярному углу каж-

дого тела ϕ0,k,ik. Входящие в выражениях (6)-(7) радиальная krυ ,0  и трансверсальная ktυ ,0  ско-

рости являются одинаковыми для всех тел k-того кольца и определяются по формулам (4). 

Исходными характеристиками кольцевой структуры являются: количество колец K, 

масса центрального тела m0, шесть параметров каждого кольца: количество тел на кольце nk, 

масса периферийного тела mk, радиус перицентра Rp,k, эксцентриситет орбиты ek или пара-

метр траектории α1,k, начальный угол первой частицы ϕ0,k,1 и угол ее перицентра φp,k, т.е. все-

го P = 6⋅K+ 2 параметров. С помощью этих параметров, по формуле (9) определяется пара-

метр взаимодействия µ1k, а из формулы (10) определяем скорость в перицентре kpυ , . Далее, 

используя описанный выше алгоритм, определяем координаты и скорости всех тел кольце-

вой структуры. 
Таблица 1. Параметры шести моделей кольцевых структур в единицах: массы периферийных тел mk 

– в массах периферийного тела на первом кольце; радиусы перицентров Rp,k – в астрономических 

единицах (а.е.); периоды обращений T – в годах. Dn – характеристика динамики в течение 30 лет: 

«Устойчива» – нет видимых изменений в течение 30 лет; «НУ» - неустойчива; в модели 10 «НУ, 23г.» 

указано, что структура разрушается через 23 года. 

 

Па

ра-
мет

ры 

Значения параметров для каждого кольца для 1, 2 и 3 моде-

лей кольцевых структур 

Мод. 1, m0 = MS Мод. 2, m0 = MS Мод. 3, m0 = 0.5MS 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 

nk 5 7 8 5 7 8 5 7 8 

mk 1 2 3 1 2 3 1 2 3 

Rp,k 1 2 3 1 2 3 1 2 3 

ek 0 0 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 

Tk 1.4 4 7.3 1.4 4.3 8.7 1.4 2.8 4.8 

Dn Устойчива Устойчива НУ 

 

Па

ра

мет

ры 

Значения параметров для каждого кольца для 4, 5 и 10 моделей 

кольцевых структур 

Мод. 4, m0 = 0.5MS Мод. 5, m0 = 0.5MS Мод. 10, m0 = 0.5MS 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 

nk 5 7 8 5 7 8 6 7 7 

mk 1 2 3 1 1 1 1 2 3 

Rp,k 3 4.5 6 1 2 3 1 10 16 

ek 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Tk 7.3 12.2 26.2 1.4 3.4 5.6 1.4 39.9 70.3 

Dn НУ НУ НУ, 23 г. 



Располагая свободными параметрами кольцевой структуры можно задать различные 

дополнительные условия для создания определенных ее свойств. Например, в работах [4, 7] 

рассматриваются осе симметричные структуры, в которых тела движутся по круговым орби-

там с одинаковой угловой скоростью. Такая структура может быть задана с помощью усло-

вий α1,k = -1 , Tk = T. Из всех возможных P параметров будет использовано 2⋅K параметров 

для записи, согласно выражениям (5), системы из 2⋅K алгебраических уравнений. В результа-

те ее решения эти параметры будут определены. 

Мы рассмотрели две группы кольцевых структур, масса тел которых равнялась массе 

mSS Солнечной системы. В первой группе масса центрального тела равнялась массе Солнца 

m0 = mS, а во второй – равна m0 = 0.5⋅mS. Структуры состоят из трех колец, т.е. K =3 и общее 

число тел N =21. Варьировались все шесть видов параметров. По рассчитанным заранее на-

чальным условиям были численно проинтегрированы дифференциальные уравнения движе-

ния методом, изложенным в работе [11], и рассмотрено движение тел в кольцевых структу-

рах. В табл. 1 приведены основные параметры шести моделей и итоговые результаты по их 

устойчивости. Угловые параметры φ0,k,1 и φp,k в этих моделях не оказывают существенного 

влияния, поэтому они в табл. 1 не приведены. 
 

 
Рис. 2. Динамика 1, 2, 3 и 4 моделей кольцевых структур. В моделях 1 и 2 масса центрального тела m0 

= mS; в моделях 3 и 4 масса центрального тела m0 = 0.5mS. Вариации параметров: ek, nk, mk, Rp,k пред-

ставлены в табл.1. Центральное тело m0 зачернено; размеры тел не соответствуют величинам масс; 

линии у тел соответствуют направлению и величине их скоростей. 

 

В модели 1, из первой группы моделей, орбиты были круговые, а во второй – эллип-

тические с эксцентриситетами по кольцам 0.05, 0.1 и 0.15. На рис. 2 представлены положе-

ния тел в этих моделях в начале и в конце, по истечению 30 лет. Как видно из табл. 1, перио-

ды обращения тел на кольцах изменяются от 1.4 до 8.7 лет. За 30 лет движения видимых из-

менений в этих моделях не наблюдается. Поэтому можно считать их устойчивыми. Во вто-

рой группе моделей, с большими массами периферийных тел, последовательно увеличива-

лись перицентры орбит от 3 а.е. до 16 а.е. В этих моделях изменения появляются на первона-

чальном этапе (см. модели 3 и 4 на рис. 2). Затем они усиливаются и кольцевая структура на-

рушается. Следовательно, эти модели неустойчивы. Неустойчивость обусловлена локальным 

взаимодействием периферийных тел между собой. 

 



 
Рис. 3. Динамика 10-й модели кольцевой структуры: m0 = 0.5mS. Объяснения см. рис. 2. 

 

На рис. 3 более детально рассмотрена динамика десятой модели. В начале тела из 

первого кольца движутся без видимых нарушений осесимметричной структуры, а тела во 

втором и третьем кольцах стремятся сблизиться и, как видно, через 20.2 года они образуют 

общее кольцо. Затем происходит разрыв внутреннего кольца. Два его тела выбрасываются из 

кольцевой структуры в противоположных направлениях с большими скоростями. По длине 

линий видно, что скорости этих тел превышают скорости остальных тел в несколько раз. 

 

Выводы. 

 

1. Предложен алгоритм построения многослойных кольцевых структур. 

2. Исследована динамика десяти моделей методами численного интегрирования дифферен-

циальных уравнений. 

3. Определены и исследованы некоторые устойчивые и неустойчивые  модельные структуры. 

 

 В заключение автор выражает признательность Е.А. Гребеникову за внимательное от-

ношение к работе и существенные дополнения при анализе литературных источников. 
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